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Loi Uniforme Discréte U(n)



Loi Uniforme Discréte

Définition
Une distribution de probabilité suit une loi uniforme lorsque toutes les valeurs prises par la variable aléatoire
sont équiprobables. Sin est le nombre de valeurs différentes prises par la variable aléatoire alors on a:
1 .
PX=xi)=— vie{l,...,n}
n
On dit X ~ U(m).

Exemple
La distribution des chiffres obtenus au lancer de dé (si ce dernier est non pipé) suit une loi uniforme dont la loi
de probabilité est la suivante :

X1 1234576
P =x0 | § | 3151513
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Moments de loi uniforme discréte

Cas particulier
Dans le cas particulier d’une loi uniforme discréte ou chaque valeur de la variable aléatoire X correspond a son
rang, i.e. xi =1Vi€e{l,...,n}, on a:

n+1 in? = il

EX) == e V(X)=Tr

Démonstration

La démonstration de ces résultats est établie en utilisant les égalités:

n

Zl n+1) ot Zi2:n(n+1)6(2n+1).

i=1 i=1
Vous avez la démonstration de ces égalités dans |’Annexe.

Exemple

L'exemple du lancer du dé: on peut calculer directement les moments de X:

1 2—1
E(X)=6%=3.5 et V(X)=612 %~292
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Loi de Bernoulli B(p)




Loi de Bernoulli B(p)

Variable Indicatrice
Soit A un événement quelconque; on appelle v.a. indicatrice de |'événement A, la v.a. définie par X = 1 4,
c'est a dire:

X(w)—nA(w)—{ vooaeen

1 siw €A

Ainsi X(Q) ={0,1} avec:

P(X=1)=Plw e Q/X(w)=1}=P(A)=p
P(X=0)=Plw e Q/X(w)=0}=P(A)=1—-P(A)=gq
avecp +q=1

|

Définition
On dit que X suit une loi de Bernoulli de paramétre p = P(A), ce qu’on écrit symboliquement X ~ B (p).

Une distribution de Bernoulli est associée a la notion “épreuve de Bernoulli”, qui est une épreuve aléatoire a
deux issues: succés (X = 1) et échec (X =0).
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Loi de Bernoulli B(p)

Fonction de répartition de loi de Bernoulli

0 six <0
F(x) = 1—p sio<x<1
six > 1.

Espérance de loi de Bernoulli

E(X)=1xP(A)+0x P(A)=P(A)=p

Variance de loi de Bernoulli

V(X)=E(X?)—E*(X)=p—p>=p(l—p)=pgq

car
E(X?)=1>xP(A)+0*x P(A)=P(A)=p
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Loi Binomiale B(n, p)

» On exécute n épreuves indépendantes de Bernoulli.

» Chaque épreuve a p pour probabilité de succes et 1 — p pour probabilité d'échec.
A A A A A ... AAA
S S ESE ... ES S

» X = le nombre de succes sur I'ensemble des 1 épreuves.

X dépend de deux paramétres 1 et p.

v
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Loi Binomiale B(n, p)

SESTIEUNES BN EE S IS

» X =le nombre de succés sur |'ensemble des n épreuves.

» X(Q)=1{0,1,...,1n}

> (E) est le nombre d’'échantillons de taille n comportant exactement k succes, de probabilité pk,
indépendamment de I'ordre, et donc n — k échecs, de probabilité (1 — ‘p)“’k.

» On écrit X ~ B (n,p).

Remarque

Une variable de Bernoulli n’est donc qu’une variable binomiale de paramétres (1, p).

X~B(p) < X~B(L,p)
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Triangle de Pascal & Bindme de Newton

Triangle de Pascal

n=0: 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1

Bindme de Newton

e =3 (Dt
k=0

Cette formule permet de vérifier que la loi Binomiale est une loi de probabilité:
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A efrei

Exemple

On jette cinq pieces équilibrées. Les résultats sont supposés indépendants. Donner la loi de probabilité de la

variable X qui compte le nombre de piles
Solution
» X = nombre de piles (succes).
» n=05.
» p=1/2
» X~B(51)
» X(Q)={0,1,...,5}
- PX=0)= OB -1 =
» PX=D=(03)0-) =%
> PiX=2) = B(RP0- 3= B
- PX=3)= B0~ B
» PX=8=(R) -1 =%
» PX=5)=()(3)°(1-3)" =3
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Moments de la loi Binomiale

Si X ~B(n,p) alors E(X) =np et V(X) =np(l—p)

Démonstration

Premiere approche: On associe a chaque épreuve i, 1 < i < n, une v.a. de Bernoulli

Mohamad GHASSANY

In = X: — 1 si A est réalisé
AT AT 0 si A est réalisé

On peut écrire alors: X =Y 1" | X; = X1 + Xo + ... + Xq
Donc

i=1 i=1
et
V(X)=V (in) =) V(Xi)=np(l—p)
i=1 i=1

car les v.a. Xj sont indépendantes.
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Moments de la loi Binomiale

Deuxieme approche: Calcul direct.

Mohamad GHASSANY

=Y i ok(Ppc@—p)"F=...=np
V(X) = E(X?) — E3(X)

Pour obtenir E(X?2) par un procédé de calcul identique, on passe par I'intermédiaire du moment
factoriel E[X(X —1)].

V(X) = E(X?) — E2(X) = EIX(X — 1)] + E(X) — E(X?)
EX(X—1)] =T ok(k—1) Pl —p)" k= ... = n(n—1)p?

V(X)=n(n—-1)p2+np — (np)2 =np(l—p)
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Loi Binomiale B(n, p)

Exemple

Exemple

Remarque
Si Xy~ B (ng,p) et Xo ~B (ny,p), les v.a. Xy et X, étant indépendantes, alors
X1+ X2 ~ B (n1 + no, p). Ceci résulte de la définition d’une loi binomiale puisqu’on totalise ici le résultat de

T + Mo épreuves indépendantes.
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Loi de Poisson P(A)

Définition
Une v.a. X suit une loi de Poisson de paramétre A > 0 si c'est une variable a valeurs entiéres, X(Q) = N,
donc avec une infinité de valeurs possibles, de probabilité:

_aAK

P(X=K)=e 7,

keN

Cette loi ne dépend qu’un seul paramétre réel positif A, avec I'écriture symbolique X ~ P ().

Remarque
+ooXI
X
e _Zﬁ
i=0
Donc
- o aAF = AN
D PX=Kk)j=) etig=e} r=etet=1
k=0 k=0 =0
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Moments de loi de Poisson

Si X ~P(A)alors E(X) =Aet V(X)=A

Espérance de loi de Poisson

Variance de loi de Poisson
» On calcule d’abord E(X2) =Y 2 (kK?P(X =k) =... = A(A+1).

Ensuite

V(X)=AA+1)—A2 =2
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Loi de Poisson P(A)

Exemple
» X = nombre de micro-ordinateurs vendus chaque jour dans un magasin.
» On suppose X ~ P(5).
» La probabilité associée a la vente de 5 micro-ordinateurs est

_55°

o= e > ~0.1755

P(X=5)=e
» La probabilité de vendre au moins 2 micro-ordinateurs est

50 51
P(X>2)=1— (e—5a + e_5F> ~ 0.9596

» Le nombre moyen de micro-ordinateurs vendus chaque jour dans le magasin est égal a 5 puisque

E(X) = A =5.

Propriétés
Si X et Y sont deux variables indépendantes suivant des lois de Poisson, X ~ P(A) et Y ~ P(u), alors
leur somme suit aussi une loi de Poisson: X + Y ~ P(A + ).
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Approximation d’une loi binomiale

Sin —ooetp — 0alors X : B(n,p)~P(A).

Remarque
Une bonne approximation est obtenue si n > 50 et np < 5.

Dans ce contexte, la loi de Poisson est souvent utilisée pour modéliser le nombre de succes lorsqu’on répéte un
trés grand nombre de fois une expérience ayant une chance trés faible de réussir par une loi de Poisson.
Applications de la loi de Poisson

» Le nombre d’'individus dépassant |'dge de 100 ans dans une communauté.

» Le nombre de faux numéros téléphoniques composés en un jour.

» Le nombre de clients pénétrant dans un bureau de poste donné en |'espace d'un jour.

» Le nombre de particules & émises par un matériau radioactif pendant un certain laps de temps.

La v.a. dans ces exemples est répartie de maniére approximativement poissonienne car: on approxime par la
une variable binomiale.
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Loi Géométrique G(p)

» ¢ :"On répéte I'épreuve de Bernoulli jusqu'a avoir le premier succes”.

» Exemple:

A A A A A ... AAA
E EEEE ... EE S
» Chaque épreuve a p pour probabilité de succes et 1 — p pour probabilité d'échec.
» X ="le nombre d'épreuves effectuées”.

E EEEE ... EE S

k—1

» X(Q)=N*=1{1,2,3,...}. Ondit X ~ G(p).

» VKkEN* P(X=k)=(1—p)p

» Attention: Parfois X = “nombre d'épreuves effectuées avant obtenir le premier succés”. Dans ce cas
X(Q) =N. On dit X ~ G(p) sur N.

» Cette loi peut servir a modéliser des temps de vie, ou des temps d’attente, lorsque le temps est mesuré de
maniére discréte (nombre de jours par exemple).

» Série entiere: Y 7, xk=1/(1—x) pour |x| <1

» YR PX=K) =3 -p) lp=p X2l —p) I (1—p) lp=p Y21 —p) =
P = 1

Mohamad GHASSANY Loi Géométrique ou de Pascal G (p )



Moments de loi Géométrique

Espérance de loi Géométrique

b E(X) = X2, KP(X = k) = T2, kp(1— p)*T = p X2, k(1 — p)*~!
» Série entiere: Y & ox*=1/(1—x) pour |x]<1

» Dérivée premiere de la série entiere: > 3o ; kx*"1 =1/(1—x)?

> DO"CE(X):[I,U’W:%

En d’autres termes, si des épreuves indépendantes ayant une probabilité p d'obtenir un succes sont réalisés
jusqu'a ce que le premier succes se produise, le nombre espéré d’essais nécessaires est égal a 1/p. Par
exemple, le nombre espéré de jets d'un dé équilibré qu'il faut pour obtenir la valeur 1 est 6.
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Moments de loi Géométrique

Variance de loi Géométrique

» V(X)=E(X?) —E2(X) = EIX(X—1)] + E(X) — E2(X). Or,

EX(X—1)]=) k(k—1)pl—p)<
k=2
=p(l—p) ) k(k—1)(1—p)?

k=2
» Dérivée premiere de la série entiere: > 7 ; kxk=l=1/(1—x)?
» Dérivée seconde de la série entiére: Zf:2 k(k—1)x*2=2/(1—x)3

» Donc E[X(X —1)] = % = 2(;1’1

» Etalors V(X) = E[X(X —1)] + E(X) — E3(X) = L.
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Loi Binomiale Négative BN(r, p)

» € :"On répéte I'épreuve de Bernoulli jusqu'a obtenir un total de 1 succes”.
» Exemple avec 1 = 3:

A A A A A A A A A
E S EEESEE S

» Mais on peut obtenir 1 succes d'autres fagons:
S EEEEE S E S
E E E E S E S E S

» Chaque épreuve a p pour probabilité de succes et 1 — p pour probabilité d'échec.
» Désignons X ="le nombre d'épreuves nécessaires pour attendre ce résultat”.
r—1lsuccesetk—réchecs
E S E E E S E E S
X=k
» X(Q)={r,v+1,74+2,...}. Ondit X~ BN(r,p).
» Vk € X(Q),
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» ¢ :"On répéte I'épreuve de Bernoulli jusqu'a obtenir un total de 1 succes”.
» Soit,
E .. ES E ... E S... E... E S
» Soit, Y1 le nombre d'épreuves nécessaires jusqu'au premier succes, Y, le nombre d'épreuves
supplémentaires nécessaires pour obtenir un deuxieme succeés, Y3 celui menant au 3éme et ainsi de suite.
» Cad,
E .. ES E ... ES ... E ... E S
~ Y—
Y1 Y> Yy
» Les tirages étants indépendantes et ayant toujours la méme probabilité de succes, chacune des variables
Y1, Y2, ..., Y, est géométrique G(p).
» X ="le nombre d'épreuves nécessaires a |'obtention de 1 succes”"= Y1 + Yo + ...+ Y,.
» Donc,
L | T
E(X)=E(Y1) 4+ E(Ya) + ...+ E(Yy) :ZE -5
i=1

et

car les Y;j sont indépendantes.
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