Péle Universitaire Léonard de Vinci
ESILV
STAT Il : Outils probabilistes

EXERCICE 1:
On jette un dé trois fois.

1/ Décrire I'ensemble fondamental de cette expégien
2/ Quelle est la probabilité pour que la sommed#esssoit supérieure ou égale a 15 ?
EXERCICE 2.

Dans une ville, il existe trois lycées 1, 2, 3. Bahacun de ces lycées la probabilité de
réussir un examen est donnée dans le tableau suaes

Lycée Nombre d’éleves Probabilité de réussite
préparant I'examen
1 30 0.85
2 60 0.80
3 70 0.65
Total 160

Quelle est la probabilité gu’un éleve pris au haishr cette ville obtienne cet examen ?

EXERCICE 3 :
On considéere trois urnes U, et Us :
U; contient 7 boules noires et 3 boules blanches ;
U, contient 4 boules noires et 4 boules blanches ;
Us contient 1 boule noire et 4 boules blanches.

On choisit une urne au hasard et I'on tire une éoul

1/ Quelle est la probabilité qu’elle soit noire ?
2/ Sachant que cette boule est noire, quelle gsblaabilité qu’elle provienne de I'urne
U, ?

EXERCICE 4 :
On considere deux urnes Ul et U2 :
U1 contient 4 boules rouges et 2 boules blanches ;
U2 contient 2 boules rouges et 4 boules blanches.
On choisit 'une d’elles au hasard et I'on y proe@ddes tirages successifs, avec remise.

1/ Calculer la probabilité d’obtenir une boule reway premier tirage
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2/ Calculer la probabilité d’obtenir une boule reway troisieme tirage sachant qu’'on a
déja obtenu cette couleur aux deux premiers tirages

3/ Calculer la probabilitéyd’avoir effectué les tirages dans I'urne U1, satha’in a
obtenu une boule rouge aux n premiers tirages

EXERCICE 5 :
Deux cours ont lieu simultanément dans deux am@éitbs contigus. Les deux
amphithéatres, appelés A et B, contiennent resfaugnt 90% et 50 % de jeunes filles
et dans B il y a quatre fois plus d’étudiants (gas;ou filles) que dans A. Les deux
amphithéatres se vidant dans le méme couloir, lealtaiprobabilité qu’une jeune fille
choisie au hasard sorte de A.

EXERCICE 6 :
Les pourcentages de production et de déchet declines sont fournis par le tableau
suivant :
Production Déchets
Machine 1 15 % 5%
Machine 2 20% 4%
Machine 3 30% 3%
Machine 4 35% 2%

Au contrdle, on constate qu’une piece est défesiieu
Quelle est la probabilité pour gu’elle vienne d’unachine donnée ?

EXERCICE 7 :
On lance simultanément deux dés discernables
Soient les événements :
A = «le résultat du premier dé est pair »
B = « le résultat du deuxieme dé est impair »
C = « les résultats des deux dés ont méme parité »

Etudier I'indépendance deux a deux puis dans lesemble des événements A, B, C
relativement a I'équiprobabilité (i.e les dés netqmas pipés)

EXERCICE 8 :
Un menu doit étre composé en choisissant une epamda 4, un plat parmi 3 et un
dessert parmi 5. Calculer le nombre de menus diftér
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RCICE 9 :
On lance 3 fois 1 dé. Calculer le nombre de résufiassibles de deux fagons.

*rxkkk Les problémes d'urnes  *xxrkx

Les tirages dans une urne sont intéressants &etatiils permettent de modéliser un
grand nombre d’expériences méme si celles-ci nsist@mt pas réellement a
I'extraction de boules d’'une urne

RCICE 10:

Une urne de 10 boules contient 3 boules noiresheules blanches.

On tire simultanément 5 boules de cette urne.Sbévénement « il y a 2 boules

noires parmi le tirage effectué.

1/ Calculer Card(A)

2/ Calculer la probabilité de A dans le cas dedipgpbabilité

3/ Généraliser la formule avec n boules au totatkdarne, n boules noires et;n
boules blanches et un tirage de p boules parnm les

RCICE 11.:

Une urne de 10 boules contient 3 boules noiresheules blanches.

On tire 'une aprés l'autre et avec remise 5 bodkesette urne. Soit A 'événement :

«il'y a 2 boules noires parmi le tirage effectué »

1/ Calculer Card(A)

2/ Calculer la probabilité de A dans le cas dedipgpbabilité

3/ Généraliser la formule avec n boules au totatkdarne, n boules noires et;n
boules blanches et un tirage de p boules parnm les

EXERCICE 12 :

Une urne contient cing boules numérotées de 1D&terminer la probabilité de tirer
trois nombres dont la somme est 8.

1/ Pour des tirages sans remise

2/ Pour des tirages avec remise

EXERCICE 13 :

Soit X une variable aléatoire qui prend ses valdarss I'ensemble {- 4; 2; 3; 4; 6; 7,
10} et dont la distribution est donnée par :

X -4 2 3 4 6 7 10
P(X=x) 0.1 0.2 0.2 0.1 005 0.2 K
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1. Calculez K.

2. Représentez graphiquement la loi de X.

3. Calculez la probabilité de chacun des événensennants :
X>3,X>3,X>9,X>9,3<X<7,3<X<9,X+2>3, % 4.

4. Représentez graphiquement la loi de X + 2.

EXERCICE 14 :

On considere un dé cubique truqué, de telle sartdayprobabilité d’obtenir la face
numérotée k est proportionnelle a k (on supposdeasufaces sont numérotées de 1 a
6). Soit X la variable aléatoire associée au ladeere dé .

1/ Déterminer la loi de X, calculer son espérance

2/ On pose Y=1/X. Déterminer la loi de Y, et sopagance

EXERCICE 15 :

On choisit deux boules au hasard dans une urneramt 8 blanches, 4 noires et 2
oranges. Supposons que I'on recoive 2 euros paguehboule noire tirée et que I'on
perde 1 euro pour chaque boule blanche tirée. Désgles gains nets par X.
Quelles sont les valeurs possibles pour X et lebabilités associées a ces valeurs ?
Quelle est I'espérance de X ?

EXERCICE 16 :

On lance un dé équilibré. Soit X le résultat obtenu

1. Quelle est la loi de X ? Quelle est la fonctilenrépartition de X ?

2. Calculez I'espérance et la variance de X.

3. Quelle est la loi de X + 2 ? Méme question pdur

4. Calculez I'espérance et la variance des v.k dgeestion précédente. Interprétez ces
résultats.

EXERCICE 17:

Soient X et Y des variables aléatoires discretes @oloi jointe est donnée par le
tableau suivant :

Y -1 0 2 5
X
0 0.10 0.05 0.15 0.05
1 0.15 0.20 0.25 0.05
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() Quelle est la loi marginale de X ?

(ii) Quelle est la loi marginale de Y ?

(iii) Calculer P(Y>0/ X =1).

(iv) Calculer E[X], E[Y ], et cov(X, Y ).

(v) Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

EXERCICE 18:
On an boites numérotées de hala boitek contientk boules numérotées de ka
On choisit au hasard une boite, puis une boule lddnsite. SoiX le numéro de la
boite, ety le numéro de la boule.
1. Déterminer la loi du coupl&(Y).
2. Déterminer la loi d¥ et son espérance.
3. Les variables aléatoirset Y sont-elles indépendantes ?
4. CalculeP(X=Y)

EXERCICE 19:
On posséde une piece de monnaie truquée de teibegem la probabilité d'obtenir
pile soit 0,3.
On lance 10 fois la piece. Quelle est la probabdibbtenir exactement 3 fois pile ?

EXERCICE 20:
Une machine fonctionne grace a 24 composantesqdest La probabilité qu'une
composante tombe en panne est égale a q=0.2. lamadonctionne quand au moins
deux tiers des composantes sont en marche.
Calculer la probabilité du fonctionnement de I'engi

EXERCICE 20 bis :
Un lot contient 3% de piéces défectueuses.
On préléve au hasard un échantillon de 10 pieaspleces étant tres nombreuses, on
admet que le tirage peut étre considéré commaedadiiasard et avec remise.
Soit X la variable aléatoire « nombre de piecegctékuses dans I'échantillon ».
1/ Quelle est la loi de X ?
2/ Que valent E(X) et Var(X)
3/ Calculer P(X = 0) et P(X 1).

EXERCICE 21 :
Une urne contient 5 boules toutes distinctes. @n3tiboules une a une et avec remise.
Soit X la variable aléatoire égale au nombre dddsodifférentes tirées, déterminer la
loi de X.
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EXERCICE 22 :
Une urne contient n jetons numeérotés de 1 a n, @nzffectue deux tirages, soit X le

plus grand des numéros et Y le plus petit.
Déterminer la loi de X et de Y.

EXERCICE 23 :
Une variable aléatoire X représente le nombre drdaipannes d’un certain type
d’appareils électroniques.
On suppose que X suit une loi de Poisson de parameét
1/ DéterminerA, sachant que la probabilité pour qu’un appareiteléype n’ait pas de
panne dans I'année est de 0.368. Calculer la pilitbgiour qu’'un appareil ait au plus
2 pannes dans l'année.
2/ On teste 10 appareils au cours d’une annéetet $m nombre d’appareils ayant eu
au moins une défaillance au cours de I'année.
Déterminer la loi de Y (préciser éventuellementhggothéses nécessaires).

EXERCICE 24 :
En moyenne, une région est frappée dans I'annég.pauragans. Quelle est la
probabilité qu’au plus 3 ouragans vont la touclettecannéee ?

EXERCICE 25 :
Un jouet se trouve caché dans I'une des N bodesdes ou un enfant le cherche.
Celui-ci ouvre une boite au hasard et recommarsmija ce qu’il trouve le jouet.
On suppose qu’a chaque tentative il a oubliédaltét de toutes les précédentes.
Déterminer la loi de probabilité de la v.a. X égalenombre de tentatives effectuées
jusqu’a la découverte du jouet, puis calculer sspéeance.
Préciser le nombred\le boites si I'enfant a environ trois chancesgsiatre de
trouver le jouet a I'issue de ses trois premieeasatives.

EXERCICE 26 :
Un QCM comporte 20 questions et chaque questiotk&R) réponses possibles dont
une seule est juste. On obtient un point par réppste.
Déterminer k pour qu’un candidat répondant au liashtienne en moyenne 5/20.

EXERCICE 27:
Soit X une variable aléatoire dont la fonction dpartition est la suivante :
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0 six<O

F(x) = %x Si0< x< 2

PwpNPE

o

6.

1 six>2

Vérifier que F est bien une fonction de répartition

Représenter graphiquement F

X est-elle une variable aléatoire discréte ou cui?

Calculer les probabilités suivantes :

P(X<1),P(X1.5),P(05<X<2)

X admet-elle une fonction de densité ? Si ouidgedniner et la représenter
graphiquement

Calculer I'espérance de X

EXERCICE 28:
Soit X une variable aléatoire absolument continoigt ¢h fonction de densité est donnée
par la fonction suivante :

0 sinon

f(X):{ax si 0< x< 2

PwpbdPE

Déterminer la constante a

Calculer E(X) et E(X)

Déterminer la fonction de densité de Y £ X
Calculer E(Y). Que constatez-vous ?

EXERCICE 29:
Soit X une variable aléatoire absolument continoet ¢h fonction de densité est donnée
par la fonction suivante :

f(x):{o si [¥>k>0

PwpNPE

o

x+1 si [X{<k

Déterminer k

Calculer E(X) et E(X)

Déterminer la fonction de répartition de X

Soit Y = X2 Déterminer la fonction de répartition ainsi gaddnction de densité de
Y

Calculer E(Y). Que constatez-vous ?
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EXERCICE 30:
Un artisan plombier, spécialisé dans les travauségaration & domicile occupe 4
ouvriers par semaine qui travaillent chacun 35 é&par semaine et pas plus. Les
affaires de notre plombier marchant plutdt bieestl sans cesse obligé de refuser du
travail, et il se demande s’il ne devrait pas enshauun ouvrier supplémentaire, qui
travaillera 35 heures par semaine mais pas plus.
L’expérience a permis a notre plombier de connad@rdemande hebdomadaire totale,
Q, (exprimée en heures de travail), qui s’adredse 8 sait ainsi que Q, qui est une
variable aléatoire supposée continue, est uniforemémistribuée dans | ’intervalle
[140,200]. On sait par ailleurs que I'artisan peh@que ouvrier 50 euros de I'heure
(qu’il y ait du travail ou non) et qu’il rapport® 2uros de I'heure travaillée.

1. Le profit hebdomadaire de l'artisan,, recette totale moins codt total, est il une
variable aléatoire lorsqu’il embauche 4 ouvriersggmaine?

2. Calculer ce profit.

3. Calculer le profit de notre artisan lorsqu’ispgose de 5 ouvriers, si, pour une semaine
donnée, Q = 160.

4. Calculer le profit de notre artisan lorsqu’isplose de 5 ouvriers, si, pour une semaine
donnée, Q = 180.

5. Le profit hebdomadaire de l'artisan est il uagiable aléatoire lorsqu’il embauche 5
ouvriers par semaine?

6. Calculez le profit espéré lorsque notre artesaubauche 5 ouvriers. (Réfléchissez!)

7. Sur la base du profit espéré, notre artisanaitel/embaucher ce cinquieme ouvrier?
8. Calculez la probabilité que le profit soit supér ou égal a 2450 euros lorsque notre
artisan embauche 5 ouvriers.

EXERCICE 31:
Soit X une variable aléatoire qui suit une loi natencentrée réduite, c’est-a-dire que
X ~N(0,1) et Y~N(u,0).
On vous demande de calculer les probabilités stegaan vous servant de la table de la
loi normale.
1. Calculez P(X > 2), P(-1 < X < 1.5), P(X < 0.5).
2. Soit Y~ N(4,4). Calculez P(Y > 2), P(-1 <Y < 1.5), P(Y05).
Soit W une variable aléatoire qui suit une loi nalen On sait que E(W) = 6 et
Var(W) = 4.
On vous demande de calculer les probabilités stegan
3. P(|W-4|<3)
4. P(W > 6/W > 3)
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5. Déterminez I'écart type et 'espéranca d’une variable aléatoire X qui suit une loi
normale telle que P(X < 5) =0.1587 et P(X < 2@).8772.

EXERCICE 32
Une machine produit des pieces dont le diaméetrenXc(n) est une variable aléatoire
qui suit une loi normale d’espérancet de variance ? = (0.015.
Quelle devrait étre la valeur gade sorte que la probabilité qu'une piece prisbaaard
ait un diametre supérieur a 3cm, soit inférieurCa @

EXERCICE 33
On envisage de construire a I'entrée d’'une casemeeguérite dans laquelle pourra
s’abriter la sentinelle en cas d’intempéries. laagtigelles sont des appelés dont la taille
est approximativement distribuée selon une loi radend’espérance 175cm et d’écart-
type 7cm.
A quelle hauteur minimale doit se trouver le tatld guérite, pour qu’un sentinelle pris
au hasard ait une probabilité supérieure a 0.98ydenir debout ?

EXERCICE 34

Une usine utilise une machine automatique pour lieags flacons contenant un

certain produit en poudre. Par suite de variataléatoires dans le mécanisme, le poids

de poudre par flacon est une variable aléatoiresgjtiune loi normale d’espérance U et

d’écart-type 1.1mg.

Les flacons sont vendus comme contenant 100mgadiei pr

1. La machine est réglée sur u=101.2mg. Quelle gsblaabilité que le poids de
produit dans un flacon pris au hasard soit inféraaupoids annoncé de 100mg ?

2. Sur quelle valeur de u faut-il régler la machinempgue cette probabilité soit
inférieure a 0.04 ?

EXERCICE 35:
Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires dandénsité jointe est définie par :

[Tt = el 2

1. Déterminer C pour que f(x; y) soit une fonctamdensité
2. Déterminer les densités marginales de X et dées variables aléatoires X et de Y
sont-elles indépendantes ?

EXERCICE 36:
Soit (X,Y) un vecteur aléatoire uniformément disi¢ dans I'ensemble

Dz{(x,y)DDZtquueﬂ[ 0,2 et ¥ O,Hl
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1. Déterminer la densité jointe du couple de véeialtéatoire (X,Y)
2. CalculerP(X<1,Y< 2)

3. Déterminer les densités marginales de X et dee¥ variables aléatoires X et de Y
sont-elles indépendantes ?

RCICE 37:
Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires dandénsité jointe est définie par :

f(x )_ 24xy six=0,y= 0, x+ y< .
Y70 sinon

1. Vérifier que f(x,y) est bien une fonction de diéé

2. Déterminer les densités marginales de X et dee¥ variables aléatoires X et de Y
sont-elles indépendantes ?

3. Déterminerf,,,_, (x) la densité de X conditionnelle a Y = y. Vérifiariys'agit

bien d’'une fonction de densité.

EXERCICE 38:

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires dardensité jointe est définie par :

2exp(—( X+ ﬁ) si £ y< X
fooy)=q
0 sinon

1. Vérifier que f(x,y) est bien une fonction de diéd

2. Calculer la probabilité suivante : P(X + Y < 1)

3. Déterminer les densités marginales de X et dee¥ variables aléatoires X et de Y
sont-elles indépendantes ?
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