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1 Notion de variable aléatoire réelle (v.a.r.)

Apres avoir réalisé une expérience aléatoire, il arrive bien souvent qu’on s’intéresse plus a une
fonction du résultat qu’au résultat lui-méme. Expliquons ceci au moyen des exemples suivants:
lorsqu’on joue au dés, certains jeux accordent de I'importance a la somme obtenue sur deux dés,
7 par exemple, plutot qu’a la question de savoir si c’est la paire (1,6) qui est apparue, ou (2,5),
(3,4), (4,3), (5,2) ou plutot (6,1). Dans le cas du jet d'une piece, il peut étre plus intéressant de
connaitre le nombre de fois ou le coté pile est apparue plutét que la séquence détaillée des jets
pile et face. Ces grandeurs auxquelles on s’intéresse sont en fait des fonctions réelles définies sur
I’ensemble fondamental et sont appelées variables aléatoires.



Du fait que la valeur d’une variable aléatoire est déterminée par le résultat de 'expérience, il est
possible d’attribuer une probabilité aux différentes valeurs que la variable aléatoire peut prendre.

Soient € une expérience aléatoire et (£2, A, P) un espace probabilisé lié a cette expérience. Dans
de nombreuses situations, on associe a chaque résultat w € € un nombre réel noté X (w); on
construit ainsi une application X : 0 — R. Historiquement, ¢ était un jeu et X représentait le
gain du joueur.

Exemple 1.1 Un joueur lance un dé équilibré a 6 faces numérotées de 1 a 6, et on observe le
numéro obtenu.

e Si le joueur obtient 1, 3 ou 5, il gagne 1 euro.
o S’il obtient 2 ou 4, il gagne 5 euros.
o S’il obtient 6, il perd 10 euros.

Selon lexpérience aléatoire (lancer dun dé équilibré) l’ensemble fondamental est
Q = {1,2,3,4,5,6}, A = P(2) et P D'équiprobabilité sur (£2,.4). Soit X Papplication
de 2 dans R qui a tout w € 2 associe le gain correspondant. On a donc

e X(1)=X@3B)=X()=1
e X(2)=X(4)=5
e X(6)=-10
On dit que X est une variable aléatoire sur ().

On peut s’intéresser a la probabilité de gagner 1 euro, c’est-a-dire d’avoir X (w) = 1, ce qui se
réalise si et seulement si w € {1,3,5}. La probabilité cherchée est donc égale & P({1,3,5}) = 1/2.
On écrira aussi P(X =1) =1/2.

On pourra donc considérer ’événement :

(X=1}={weQX(w) =1} = {we QXw) e {1}} = X '({1}) = {1,3,5}.

On aura du méme P(X =5) =1/3 et P(X = —10) = 1/6. Ce que 'on peut présenter dans un
tableau

€Ty -10 1 )
pi=PX =ux;)|1/6|1/3]1/2

Cela revient a considérer un nouvel ensemble d’événements élémentaires:
Qx = X(2) ={-10,1,5}
et & munir cet ensemble de la probabilité Px définie par le tableau des P(X = x;) ci dessus.

Cette nouvelle probabilité s’appelle loi de la variable aléatoire X.

Remarquer que

Pl {X=a})= > PX=uxz)=1

IZ’EQX :E»;EQX
U

Dans ce chapitre, nous traitons le cas ot X () est dénombrable. La variable aléatoire est alors
dite discréte. Sa loi de probabilité, qui peut étre toujours définie par sa fonction de répartition, le
sera plutot par les probabilités individuelles. Nous définirons les deux caractéristiques numériques
principales d’une variable aléatoire discréte, ’espérance caractéristique de valeur centrale, et la
variance, caractéristique de dispersion. Nous définirons aussi les couples de variables aléatoires.



2 Variables aléatoires discretes

2.1 Définition, loi de probabilité

Définition 2.1 On dit qu’une variable aléatoire réelle (v.a.r.) X est discréte (v.a.r.d.) si
l’ensemble des valeurs que prend X est fini ou infini dénombrable.

Si on suppose X () Uensemble des valeurs de X qui admet un plus petit élément x1. Alors la
v.a.r.d. X est entierement définie par:

o L’ensemble X(Q2) des valeurs prises par X, rangées par ordre croissant: X () =
{z1,29,...,mj,...} avecx; <xo < ... <x; < ...

e La loi de probabilité définie sur X(Q2) par

pi=PX =) Vi=12,...

Remarques:

e Soit B un ensemble de R,

PXeB) = Y pa)
i/x;€B

e En particulier
Pla< X <b)= Z p(x;)

i/a<z;<b
 Bien str tous les p(z;) sont positives et Y ;o p(x;) = 1.

e Si X ne prend qu’un petit nombre de de valeurs, cette loi est généralement présentée dans
un tableau (cf. 'exemple 1.1).

2.2 Fonction de répartition d’une variable aléatoire discrete

Définition 2.2 On appelle fonction de répartition de la v.a. X, qu’on note F(z) de la v.a.r.d.
X, ou Fx(x), la fonction définie pour tout réel x, —oco < x < 0o, par

Fz)=P(X<z)= Y PX
ijzi<a

Cette valeur représente la probabilité de toutes les réalisations inférieures ou égales au réel x.
Propriétés: Voici quelques propriétés de cette fonction:

1. C’est une fonction en escalier (constante par morceaux).

2. F(x) <1 car c’est une probabilité.

3. F(z) est continue a droite.

4 :):ErfnooF(ﬁ) =0et xILIgOF(x) =1

La fonction de répartition caractérise la loi de X, autrement dit: Fxy = Fy si et seulement si les
variables aléatoires X et Y ont la méme loi de probabilité.



Fonction de répartition et probabilités sur X

Tous les calculs de probabilité concernant X peuvent étre traités en termes de fonction de
répartition. Par exemple,

Pla< X <b)=F(b)— F(a) pour tout a < b

On peut mieux s’en rendre compte en écrivant {X < b} comme union des deux événements
incompatibles {X < a} et {a < X < b}, soit

(X <bl={X<alU{a<X<b}

et ainsi

P(X <b)=P(X <a)+ Pla< X <b)

ce qui établit ’égalité ci dessus.

Remarque On peut déduire de F les probabilités individuelles par:

pi = F(x;) — F(zi-1) pour 1 <i<mn

Exemple 2.1 On joue trois fois a pile ou face. Soit X la variable aléatoire “nombre de pile
obtenus”. Ici Q = {P, F'}3, et donc

X(Q) = {0,1,2,3}.

On a card(Q2) = 23 = 8. Calculons par exemple P(X = 1), c’est & dire la probabilité d’avoir
exactement une pile.

X'(1)={(P,F,F),(F,P,F),(F,F,P)}
Dot P(X =1) = 3.

En procédant de la méme fagon, on obtient la loi de probabilité de X:

k 011123
ST EIEARIE
La fonction de répartition de X est donc donnée par:
0 siz <0
1/8 sio<z<1
Flz)=¢ 1/2 sil<z<2
7/8 si2<xz<3
1 six >3

Le graphe de cette derniére est représentée dans la figure 1.
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Figure 1: Fonction de répartition

Exemple 2.2 Soit A un événement quelconque. On appelle variable aléatoire indicatrice de cet
événement A, la variable aléatoire définie par:

1 siwe A
X(w)_{o siwe A

et notée X = 1 4. Ainsi:

La fonction de répartition de X est donc donnée par:

0 siz <0
Flz)=< 1-p si0<z<l1
siz>1

On peut prendre par exemple le cas d’un tirage d’une boule dans une urne contenant 2 boules
blanches et 3 boules noires. Soit A : “obtenir une boule blanche” et X la variable indicatrice de
A. La loi de probabilité de X est alors

k 0|1
PX=k |3]2
et sa fonction de répartition est:
0 siz <0
Fz)=¢ 3/5 si0<z<1
1 siz>1

3 Moments d’une variable aléatoire discrete

3.1 Espérance mathématique



Définition 3.1 Pour une variable aléatoire discréte X de loi de probabilité p(.), on définit
Uespérance de X, notée E(X), par lexpression

E(X) =) zip(zi)

€N

En terme concrets, l’espérance de X est la moyenne pondérée des valeurs que X peut prendre,
les poids €tant les probabilités que ces valeurs soient prises.

Exemple 3.1 Reprenons l'exemple 2.1 ot on joue 3 fois a pile ou face. L’espérance de
X =“nombre de pile obtenus” est égal a:

1 3 3 1
E(X)=0x=-41x=-+2x= - =1
(X) 0><8+ ><8+ ><8+3><8 5

Exemple 3.2 Pour la variable aléatoire indicatrice de I’exemple 2.2:
EX)=0xP(X=0+1xP(X=1)=PA)=p

Ceci signifie que I'espérance de la variable indicatrice pour I’événement A est égale & la probabilité
que A se produise.

Exemple 3.3 Dans le cas de la loi uniforme sur X(Q) = {z1,...,2x}, c’est & dire avec
équiprobabilité de toutes les valeurs p; = 1/k, on obtient:

1 k
BE(X) =+ >
=1

et dans ce cas F(X) se confond avec la moyenne arithmétique simple Z des valeurs possibles de
X.

Pour le jet d'un dé équilibré par exemple:

B(X) =

=

6. 7
212523.5

Linéarité de I’espérance

Propriétés de I'espérance:

l. B(X+a)=FE(X)+a, a€cR
résultat qui se déduit de:

Zpi(xi +a)= sz‘xi + Zapz‘ = sz‘:vi + asz‘ = sz‘xi +a

2. E(aX)=aFE(X), a€R
il suffit d’écrire:

Zpial“i =a Zpiﬂfi
i i

3. E(X+Y)=EX)+E(Y), X et Y étant deux variables aléatoire.

On peut résumer ces trois propriétés en disant que ’espérance mathématique est linéaire:

EAX +uY)=XEX)+upEY), VYAXeR,VueR.



3.2 Espérance d’une fonction d’une variable aléatoire

Théoreme 1 §i X est une variable aléatoire discréte pouvant prendre ses valeurs parmi les
valeurs x;, i > 1, avec des probabilités respectives p(x;), alors pour toute fonction réelle g on a

E(9(X)) = >_g(w:)p(x:)

Exemple 3.4 Soit X une variable aléatoire qui prend une des trois valeurs {—1,0, 1} avec les
probabilités respectives

P(X=1)=02 P(X=0)=05 PX=1)=03

Calculer E(X?).

Solution
Premiére approche: Soit Y = X2. La distribution de Y est donnée par

PY=1)=P(X=-1)+P(X=1)=05
P(Y=0)=P(X=0)=05

Donc

E(X?)=E(Y) =1(0.5) + 0(0.5) = 0.5

Deuziéme approche: En utilisant le théoréme

E(X?) = (-1)*(0.2) + 0*(0.5) + 1(0.3)
=1(0.2+0.3) +0(0.5) = 0.5

Remarque Remarquer que

0.5 = E(X?%) # (E(X))? =0.01

3.3 Variance

Définition 3.2 Il s’agit d’un indicateur mesurant la dispersion des valeurs x; que peut prendre
la v.a. X et son espérance E(X). On appelle variance de X, que l'on note V(X), la quantité

V(X) = BIX - E(X)P

lorsque cette quantité existe.
C’est l’espérance mathématique du carré de la v.a. centrée X — E(X):

V(X) = BIX - E(X)]

On peut établir une autre formule pour le calcul de V(X)) en procédant ainsi:

V(X) = E [X? - 2X E(X) + E*(X)|
= E(X?) — E2XE(X)] + E[E*(X)]
= E(X?) - 2E%(X) + E*(X)
= E(X?) - E*(X)

—



Exemple 3.5 On cherche V(X) ot X est le nombre obtenu lors du jet d'un dé équilibré. On a
vu dans l'exemple 3.3 que E(X) = % De plus,

s () +(3) (3 () +(0) ()
(B

Et donc

Propriétés de la variance

1. V(X)>0

2. V(X 4+ a)=V(X)
en effet:

V(X +a)=FE[X+a—E(X+a)]?=E[X +a—- (B(X)+a)
—E[X —EX)?=V(X)

3. V(aX) = a*V(X)
en effet:

V(aX) = EaX — E(aX))? = E[aX — aE(X)]?
= d®E[X — E(X)]* = a*V(X)

3.4 Ecart-type

La racine carrée de V(X)) est appelée 1'écart-type de X, qui se note o,. On a

0, s’exprime dans les mémes unités de mesure que la variable aléatoire X.

3.5 Moments non centrés et centrés

On appelle moment non centré d’ordre r € N* de X la quantité, lorsqu’elle existe:
m,(X) = Zx:p(xl) =FE(X").
1€N
Le moment centré d’ordre r € N* est la quantité, lorsqu’elle existe:
pr(X) =Y pilei — E(X)]" = E[X — BE(X)]".

€N

Les premiers moments sont:

0g)



3.6 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X une variable aléatoire sur un espace fondamental 2. Pour tout ¢ > 0, on a l'inégalité
suivante:

V(X)
2

P(X -EX)|[Z¢ <

€

Cette inégalité relie la probabilité pour X de s’écarter de sa moyenne F(X), a sa variance
qui est justement un indicateur de dispersion autour de la moyenne de la loi. Elle montre
quantitativement que “plus 1’écart type est faible, plus la probabilité de s’écarter de la moyenne
est faible”.

4 Couple de variables aléatoires discretes

Considérons deux variables aléatoires discrétes X et Y. Il nous faut pour modéliser le probleme
une fonction qui nous donne la probabilité que (X = z;) en méme temps que (Y = y;). C'est la
loi de probabilité conjointe.

Définition 4.1 Soit X et Y deux variables aléatoires réelles discrétes, définies sur un espace
probabilisé (2, A, P) et que

X(Q) = {l‘l,l‘g,... ,:El}

Y(Q) ={y1, 92, -, ux}
(I et k eN)

La loi du couple (X,Y) est entiérement définie par les probabilités:

pij =P(X =z;Y =y;) = P{X =2} N{Y =y;})

Ik
pij =20 et ZZszzl

i=1j=1

Le couple (X,Y) s’appelle variable aléatoire a deux dimensions et peut prendre | X k valeurs.

4.1 Table de probabilité conjointe

Les probabilités p;; peuvent étre présentées dans un tableau a deux dimensions qu’on appelle
table de probabilité conjointe:



Table 1: Table de probabilité conjointe

X\Y |y oy ... Yy - Uk
x p11 P12 P1j D1k
T2 P21 P22 D2j D2k
Xy bi1  Pi2 Dij Dik
xz b P2 DPij Dik

A la premieére ligne figure ’ensemble des valeurs de Y et a la premiére colonne figure ’ensemble
des valeurs de X. La probabilité p;; = P(X = x;;Y = y;) est a I'intersection de la ¢ et de la j°
colonne.

4.2 Lois marginales

Lorsqu’on connait la loi conjointe des variables aléatoires X et Y, on peut aussi s’intéresser a la
loi de probabilité de X seule et de Y seule. Ce sont les lois de probabilité marginales.

e Loi marginale de X:

l
pi.=PX =) =P{X =230 =) "p;j Vi=12,...,1
j=1

e Loi marginale de Y:
k
pj:P(Y:yj):P[Qﬂ{Y:y]}]:szj Vj:1,2,...,]{2
i=1
On peut calculer les lois marginales dans directement depuis la table de la loi conjointe.

Table 2: Table de probabilité conjointe avec les lois marginales

X\Y Yi Y2 ... Yj ... Y | Marginale de X
1 P11 P12 P1j b1k p1.
X2 P21 P22 D2j b2k Dp2.
T bi1 Pi2 Dij Dik Di.
z] b P2 Pij Pik D
Marginale de Y | p1  pao b Dk 1

4.3 Loi conditionnelles

Pour chaque valeur y; de Y telle que pj = P(Y = y;) # 0 on peut définir la loi conditionnelle
de X sachant Y = y; par

pis; = P(X =2;/Y = y;) = e TR RN



De méme on définit la loi de Y sachant X = x; par

P(X =zi;Y =y;)  pij .
. :PY: . X: 2 ) = ! J :7‘7 v :1 2 N k
Pifi ( vi/ %) P(X = ;) Di. TS

4.4 Indépendance de variables aléatoires

On dit que deux v.a.r.d sont indépendantes si et seulement si

P(X =z =y;) = P(X =2;)P(Y =vy;) Vi=1,2,...,0etj=1,2,....k

On montre que
P{X e A}n{Y e B})=P{X € A})P({Y € B}) VAet Be A

Propriétés
Soit deux v.a.r.d. X et Y,
1. E(X+Y)=EX)+ E(Y)

2. Si X et Y sont indépendantes alors E(XY) = E(X)E(Y). Mais la réciproque n’est pas
toujours vraie.

4.5 Covariance

Définition 4.2 Soit X et Y deuzx v.a.r.d. On appelle covariance de X et de Y la valeur si
elle existe de

Cov(X,Y) = E[(X = E(X))(Y - E(Y))] = Z Z(fm — E(X))(y; — E(Y))pi

qu’on peut calculer en utilisant la formule suivante

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

Propriétés

Cov(X,Y) =Cov(Y, X)
Cov(aX1 4+ bX2,Y) =aCov(X1,Y) + bCov(X2,Y)
V(X +Y)=V(X)+ V() +2Cou(X,Y)

e Si X et Y sont indépendantes alors
— Cov(X,Y) =0 (la réciproque n’est pas vraie)
- V(X+Y)=V(X)+ V(Y) (la réciproque n’est pas vraie)

11



4.6 Coeflicient de corrélation linéaire

On appelle coefficient de corrélation linéaire de X et de Y la valeur définie par

_ Cov(X,Y)
- oxoy
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