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1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons introduire des modèles permettant la compréhension et l’analyse
de certains phénomènes aléatoires. En particulier, nous allons présenter les principales lois de
probabilité des variables aléatoires discrètes qui peuvent être retenues dans la modélisation
statistique.

2 Lois discrètes connues

2.1 Loi de Dirac

Soit a ∈ R un point fixé. On appelle loi de Dirac, notée δa, la loi de la v.a. certaine X qui est
constante, prenant la même valeur a quel que soit le résultat de l’épreuve:

X(ω) = a, ω ∈ Ω.

Ainsi:

X(Ω) = {a}, P (X = a) = P{ω ∈ Ω/X(ω) = a} = P (Ω) = 1

F (x) =
{

0 si x < a
1 si x ≥ a
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D’où:
E(X) = a et V (X) = 0.

C’est la seule v.a. dont la variance est nulle.

2.2 Loi uniforme discrète
Définition 2.1 Une distribution de probabilité suit une loi uniforme lorsque toutes les valeurs
prises par la variable aléatoire sont équiprobables. Si n est le nombre de valeurs différentes
prises par la variable aléatoire alors on a:

P (X = xi) = 1
n

∀i ∈ {1, . . . , n}

Exemple 2.1 La distribution des chiffres obtenus au lancer de dé (si ce dernier est non pipé)
suit une loi uniforme dont la loi de probabilité est la suivante :

xi 1 2 3 4 5 6
P (X = xi) 1

6
1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

Moments de loi uniforme discrète

Dans le cas particulier d’une loi uniforme discrète où chaque valeur de la variable aléatoire X
correspond à son rang, i.e. xi = i ∀i ∈ {1, . . . , n}, on a:

E(X) = n+ 1
2 et V (X) = n2 − 1

12

La démonstration de ces résultats est établie en utilisant les égalités (cf. Annexe)
n∑
i=1

i = n(n+ 1)
2 et

n∑
i=1

i2 = n(n+ 1)(2n+ 1)
6 .

En revenant à l’exemple du lancer du dé de cette section, on peut calculer directement les
moments de X:

E(X) = 6 + 1
2 = 3.5

et
V (X) = 62 − 1

12 = 35
12 ' 2.92.

2.3 Loi de Bernoulli
Définition 2.2 Soit A un événement quelconque; on appelle v.a. indicatrice de l’événement
A, la v.a. définie par X = 1A, c’est à dire:

X(ω) = 1A(ω) =
{

0 si ω ∈ Ā
1 si ω ∈ A

Ainsi X(Ω) = {0, 1} avec:
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P (X = 1) = P{ω ∈ Ω/X(ω) = 1} = P (A) = p

P (X = 0) = P{ω ∈ Ω/X(ω) = 0} = P (Ā) = 1− P (A) = q

avec p+ q = 1

On dit que X suit une loi de Bernoulli de paramètre p = P (A), ce qu’on écrit symboliquement
X ∼ B (1, p). Une distribution de Bernoulli est associée à la notion “épreuve de Bernoulli”,
qui est une épreuve aléatoire à deux issues: succès (X = 1) et échec (X = 0).

La fonction de répartition est définie par:

F (x) =


0 si x < 0
1− p si 0 ≤ x < 1
1 si x ≥ 1.

L’espérance la loi de Bernoulli est

E(X) = 1× P (A) + 0× P (Ā) = P (A) = p

La variance la loi de Bernoulli est

V (X) = E(X2)− E2(X) = p− p2 = p(1− p) = pq

car
E(X2) = 12 × P (A) + 02 × P (Ā) = P (A) = p

2.4 Loi binomiale

Décrite pour la première fois par Isaac Newtonen 1676 et démontrée pour la première fois par le
mathématicien suisse Jacob Bernoulli en 1713, la loi binomiale est l’une des distributions de
probabilité les plus fréquemment rencontrées en statistique appliquée.
Définition 2.3 Si on effectue n épreuves successives indépendantes où on note à chaque fois la
réalisation ou non d’un certain événement A, on obtient une suite de la forme AAĀAĀ . . . ĀAA.
A cet événement élémentaire ω on associe le nombre X(ω) de réalisations de A. On définit
ainsi une v.a. X qui suit une loi binomiale de paramètres n et p = P (A), caractérisée par
X(Ω) = {0, 1, . . . , n} :

P (X = k) =
(
n

k

)
pk(1− p)n−k 0 ≤ k ≤ n

car
(n
k

)
est le nombre d’échantillons de taille n comportant exactement k événements A,

de probabilité pk, indépendamment de l’ordre, et donc n − k événements Ā, de probabilité
(1− p)n−k. On écrit X ∼ B (n, p). Donc la loi binomiale modélise le nombre de réalisations de
A (succès) obtenues lors de la répétition indépendante et identique de n épreuves de Bernoulli.

Remarque Il est possible d’obtenir aisément les valeurs des combinaisons de la loi binomiale
en utilisant le triangle de Pascal (cf. Annexe).
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En utilisant la formule du binôme de Newton (cf. Annexe), on vérifie bien que c’est une loi de
probabilité:

n∑
k=0

P (X = k) =
n∑
k=0

(
n

k

)
pk(1− p)n−k = [p+ (1− p)]n = 1

Moments de loi Binomiale

Pour calculer facilement les moments de cette loi, nous allons associer à chaque épreuve i,
1 ≤ i ≤ n, une v.a. de Bernoulli:

Xi =
{

1 si A est réalisé
0 si Ā est réalisé

On peut écrire alors: X = ∑n
i=1Xi = X1 + X2 + . . . + Xn, ce qui nous permet de déduire

aisément:
E(X) = E

(
n∑
i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

E(Xi) = np

et
V (X) = V

(
n∑
i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

V (Xi) = np(1− p)

car les v.a. Xi sont indépendantes.

Le calcul direct des moments de X peut s’effectuer à partir de la définition générale, mais de
façon beaucoup plus laborieuse:

E(X) =
n∑
k=0

k

(
n

k

)
pk(1− p)n−k =

n∑
k=1

k
n!

k!(n− k)!p
k(1− p)n−k

=
n∑
k=1

n!
(k − 1)!(n− k)!p

k(1− p)n−k = np
n∑
k=1

k
(n− 1)!

(k − 1)!(n− k)!p
k−1(1− p)n−k

= np
n−1∑
j=0

(n− 1)!
j!(n− 1− j)!p

j(1− p)n−1−j = np
n−1∑
j=0

(
n− 1
j

)
pj(1− p)n−1−j

= np[p+ (1− p)]n−1 = np

Pour obtenir E(X2) par un procédé de calcul identique, on passe par l’intermédiaire du moment
factoriel E[X(X − 1)] = E(X2)− E(X):

E[X(X − 1)] =
n∑
k=0

k(k − 1) n!
k!(n− k)!p

k(1− p)n−k

= n(n− 1)p2
n∑
k=2

(n− 2)!
(k − 2)!(n− k)!p

k−2(1− p)n−k

= n(n− 1)p2
n−2∑
j=0

(
n− 2
j

)
pj(1− p)n−2−j

= n(n− 1)p2[p+ (1− p)]n−2 = n(n− 1)p2

On en déduit alors:

E(X2) = E[X(X − 1)] + E(X) = n(n− 1)p2 + np,
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puis:

V (X) = n(n− 1)p2 + np− (np)2

= n2p2 + np(1− p)− n2p2

= np(1− p).

Exemple 2.2 Le nombre de résultats pile apparus au cours de n jets d’une pièce de monnaie
suit une loi binomiale B (n, 1/2):

P (X = k) =
(
n

k

)(1
2

)k (1
2

)n−k
=
(n
k

)
2n , 0 ≤ k ≤ n

avec E(X) = n/2 et V (X) = n/4.

Exemple 2.3 Le nombre N de boules rouges apparues au cours de n tirages avec remise dans
une urne contenant deux rouges, trois vertes et une noire suit une loi binomiale B (n, 1/3):

P (N = k) =
(
n

k

)(1
3

)k (2
3

)n−k
=
(
n

k

)
2n−k
3n , 0 ≤ k ≤ n

avec E(X) = n/3 et V (X) = 2n/9.

Remarque Si X1 ∼ B (n1, p) et X2 ∼ B (n2, p), les v.a. X1 et X2 étant indépendantes, alors
X1 +X2 ∼ B (n1 + n2, p). Ceci résulte de la définition d’une loi binomiale puisqu’on totalise ici
le résultat de n1 + n2 épreuves indépendantes.

2.5 Loi de Poisson

La loi de Poisson découverte au début du XIXe siècle par le magistrat français Siméon-Denis
Poisson s’applique souvent aux phénomènes accidentels où la probabilité p est très faible
(p < 0, 05). Elle peut également dans certaines conditions être définie comme limite d’une loi
binomiale.
Définition 2.4 Une v.a. X suit une loi de Poisson de paramètre λ > 0 si c’est une variable
à valeurs entières, X(Ω) = N, donc avec une infinité de valeurs possibles, de probabilité:

P (X = k) = e−λ
λk

k! , k ∈ N

loi qui ne dépend que d’un seul paramètre réel positif, avec l’écriture symbolique X ∼ P(λ).

Le développement en série entière de l’exponentielle

eλ =
+∞∑
k=0

λk

k!

permet de vérifier qu’il s’agit bien d’une loi de probabilité:
∞∑
k=0

P (X = k) =
∞∑
k=0

e−λ
λk

k! = e−λ
∞∑
k=0

λk

k! = e−λeλ = 1
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Moments de loi de Poisson

Le calcul de l’espérance mathématique se déduit du développement en série entière de
l’exponentielle:

E(X) =
∞∑
k=0

kP (X = k) =
∞∑
k=1

ke−λ
λk

k!

= e−λ
∞∑
k=1

λk

(k − 1)! = λe−λ
∞∑
k=1

λk−1

(k − 1)!

= λe−λ
∞∑
k=0

λk

k! = λe−λeλ

= λ.

Pour calculer la variance nous n’allons pas calculer E(X2) mais le moment factoriel E[X(X− 1)]
qui s’obtient plus facilement, selon la méthode précédente:

E[X(X − 1)] =
∞∑
k=0

k(k − 1)P (X = k) =
∞∑
k=2

k(k − 1) e−λλ
k

k!

= e−λ
∞∑
k=2

λk

(k − 2)! = λ2e−λ
∞∑
k=2

λk−2

(k − 2)!

= λ2e−λ
∞∑
k=0

λk

k! = λ2e−λeλ = λ2.

On en déduit:

V (X) = E(X2)− E2(X) = E[X(X − 1)] + E(X)− E2(X)
= λ2 + λ− λ2 = λ.

Remarque Si X et Y sont deux variables indépendantes suivant des lois de Poisson

X ∼ P(λ) et Y ∼ P(µ)

alors leur somme suit aussi une loi de Poisson:

X + Y ∼ P(λ+ µ).

Exemple 2.4 Soit X la variable aléatoire associée au nombre de micro-ordinateurs vendus
chaque jour dans le magasin. On suppose que X suit une loi de Poisson de paramètre λ = 5.
On écrit alors X ∼ P(5).
La probabilité associée à la vente de 5 micro-ordinateurs se détermine par :

P (X = 5) = e−5 55

5! = e−5 ' 0.1755

La probabilité de vendre au moins 2 micro-ordinateurs est égal à:

P (X ≥ 2) = 1−
(
e−5 50

0! + e−5 51

1!

)
' 0.9596

Le nombre moyen de micro-ordinateurs vendus chaque jour dans le magasin est égal à 5 puisque
E(X) = λ = 5.
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Approximation d’une loi binomiale

Le théorème de Poisson nous montre que si n est suffisamment grand et p assez petit, alors on
peut approcher la distribution d’une loi binomiale de paramètres n et p par celle d’une loi de
Poisson de paramètre λ = np:

si n→∞ et p→ 0 alors X : B(n, p)→ P(λ).

Remarque Une bonne approximation est obtenue si n ≥ 50 et np ≤ 5.

Dans ce contexte, la loi de Poisson est souvent utilisée pour modéliser le nombre de succès
lorsqu’on répète un très grand nombre de fois une expérience ayant une chance très faible de
réussir par une loi de Poisson (nombre de personnes dans la population française atteints d’une
maladie rare, par exemple).

Exemple 2.5 On cherche la probabilité de trouver au moins un centenaire parmi 200 personnes
dans une population où une personne sur cent est un centenaire ?

La probabilité p = 1/100 = 0.01 étant faible et n = 200 étant suffisamment grand, on peut
modéliser le nombre X de centenaires pris parmi 200 personnes par la loi de Poisson de paramètre
λ = 200× 0.01 = 2. Donc on a:

P (X ≥ 1) = 1− P (X = 0) = 1− e−2 ' 0.86

Exemple 2.6 Soit une v.a. X telle que X ∼ B(100, 0.01), les valeurs des probabilités pour k
de 0 à 5 ainsi que leur approximation à 10−3 avec une loi de Poisson de paramètre λ = np = 1
sont données dans le tableau ci-dessous :

k 0 1 2 3 4 5
P (X = k) 0.366 0.370 0.185 0.061 0.015 0.000

Approximation 0.368 0.368 0.184 0.061 0.015 0.003

Dans le cas de cet exemple où n = 100 et np = 1, l’approximation de la loi binomiale par une loi
de poisson donne des valeurs de probabilités identiques à 10−3 près.

2.6 Loi géométrique ou de Pascal
Définition 2.5 On effectue des épreuves successives indépendantes jusqu’à la réalisation d’un
événement particulier A de probabilité p = P (A) et on note X le nombre aléatoire d’épreuves
effectuées. On définit ainsi une v.a. à valeurs entières de loi géométrique, ou de Pascal. A
chaque épreuve est associé l’ensemble fondamental Ω = {A, Ā} et l’événement {X = k} pour
k ∈ N∗ est représenté par une suite de k − 1 événements Ā, terminée par l’événement A:

ĀĀ . . . Ā︸ ︷︷ ︸
k−1

A

D’où:
P (X = k) = (1− p)k−1p ∀k ∈ N∗

Cette loi peut servir à modéliser des temps de vie, ou des temps d’attente, lorsque le temps
est mesuré de manière discrète (nombre de jours par exemple). En utilisant la série entière
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∑∞
k=0 x

k = 1/(1− x) pour |x| < 1, on vérifie bien que c’est une loi de probabilité:
∞∑
k=1

P (X = k) =
∞∑
k=1

(1− p)k−1p = p
∞∑
j=0

(1− p)j

= p
1

1− (1− p) = 1

Moments de loi de Pascal

En dérivant la série entière ci-dessous, on obtient ∑∞k=1 kx
k−1 = 1/(1 − x)2. Ceci permet

d’obtenir l’espérance:

E(X) =
∞∑
k=1

kp(1− p)k−1 = p

[1− (1− p)]2 = 1
p

Le calcul de la variance se fait à partir du moment factoriel et en utilisant la dérivée seconde de
la série entière ci-dessous:

E[X(X − 1)] =
∞∑
k=2

k(k − 1)p(1− p)k−1

= p(1− p)
∞∑
k=2

k(k − 1)(1− p)k−2

= 2p(1− p)
[1− (1− p)]3 = 2(1− p)

p2

d’où on déduit:
V (X) = E[X(X − 1)] + E(X)− E2(X) = 1− p

p2 .

Exemple 2.7 Si l’on considère la variable aléatoire X “nombre de naissances observées jusqu’à
l’obtention d’une fille” avec p = 1/2 (même probabilité de naissance d’une fille ou d’un garçon),
alors X suit une loi géométrique et on a pour tout k ∈ N∗:

P (X = k) = (1− 1/2)k−1(1/2) = 1/2k

avec E(X) = 2 et V (X) = 2.
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3 Annexe

3.1 Formule du triangle de Pascal

Le triangle de Pascal est une présentation des coefficients binomiaux dans un triangle. La
construction du triangle est liée aux coefficients binomiaux selon la formule de Pascal qui
s’énonce ainsi:

si on pose (x+ y)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
xn−kyk (formule du binôme de Newton) alors:

(
n

k

)
=
(
n− 1
k − 1

)
+
(
n− 1
k

)
∀n ≥ 1 et 1 ≤ k ≤ n− 1

Figure 1: Premières lignes du triangle de Pascal

Démonstration

(
n− 1
k − 1

)
+
(
n− 1
k

)
= (n− 1)!

(k − 1)!(n− k)! + (n− 1)!
(k)!(n− k − 1)!

= (n− 1)!
(k − 1)!(n− k)(n− k − 1)! + (n− 1)!

k(k − 1)!(n− k − 1)!

= k(n− 1)! + (n− k)(n− 1)!
k(k − 1)!(n− k)(n− k − 1)!

= n!
k!(n− k)! =

(
n

k

)
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3.2 Formule du binôme de Newton

La formule de Newton est une formule mathématique permettant de trouver le développement
d’une puissance entière quelconque d’un binôme.
Soient x et y deux éléments d’un anneau (par exemple deux nombres réels ou complexes, deux
polynômes, deux matrices carrées de même taille,. . . ) qui commutent et un entier naturel n,
alors:

(x+ y)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
xn−kyk

Exemple:
n = 4, (x+ y)4 = x4 + 4x3y + 6x2y2 + 4xy3 + y4

Notons que les coefficients binomiaux pourraient être obtenus rapidement dans le triangle de
Pascal.

En remplaçant dans la formule y par −y, on obtient :

(x− y)n = (x+ (−y))n =
n∑
k=0

(
n

k

)
xn−k(−y)k

Démonstration par récurrence

Initialisation: la formule se vérifie aisément pour n = 0.
Hérédité: supposons que la relation est vraie pour n fixé, et montrons qu’elle l’est aussi pour
n+ 1:

(x+ y)n+1 = (x+ y)(x+ y)n

= (x+ y)
n∑
k=0

(
n

k

)
xn−kyk

= x
n∑
k=0

(
n

k

)
xn−kyk + y

n∑
k=0

(
n

k

)
xn−kyk

= xn+1 + x
n∑
k=1

(
n

k

)
xn−kyk + y

n−1∑
k=0

(
n

k

)
xn−kyk + yn+1

= xn+1 +
n∑
k=1

(
n

k

)
xn−k+1yk +

n∑
k=1

(
n

k − 1

)
xn−k+1yk + yn+1

= xn+1 +
n∑
k=1

[(
n

k

)(
n

k − 1

)]
xn−k+1yk + yn+1

= xn+1 +
n∑
k=1

(
n+ 1
k

)
xn−k+1yk + yn+1 (en utilisant la formule de Pascal)

=
n+1∑
k=0

(
n+ 1
k

)
xn−k+1yk

D’où la relation est vraie pour n + 1 sous l’hypothèse qu’elle l’est pour n fixé, elle est par
conséquent vraie pour tout entier naturel n en vertu de l’axiome de récurrence.
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3.3 Quelques démonstrations

• Démontrons que S = ∑n
i=1 i = n(n+1)

2

S = 1 + 2 + · · · + n− 1 + n
ou encore S = n + n− 1 + · · · + 2 + 1
de somme : S + S = n+ 1 + n+ 1 + · · · + n+ 1 + n+ 1

On a ainsi : 2S = n(n+ 1), d’où l’on tire : S = n(n+1)
2 .

Une autre méthode consiste à vérifier cette formule par récurrence.

• Démontrons par récurrence que Sn = ∑n
i=1 i

2 = n(n+1)(2n+1)
6

Initialisation: la formule est vraie pour n = 1 puisque 12 = 1×2×3
6 Hérédité: sup-

posons que la formule est vraie pour n fixé, et montrons qu’elle l’est aussi pour n + 1
(i.e. Sn+1 = (n+ 1)(n+ 2)(2n+ 3)/6)

Sn+1 =
n+1∑
i=1

i2 =
n∑
i=1

i2 + (n+ 1)2

= Sn + (n+ 1)2

= n(n+ 1)(2n+ 1)
6 + (n+ 1)2

= (n+ 1)[n(2n+ 1) + 6(n+ 1)]
6

= (n+ 1)(2n2 + 7n+ 6)
6

= (n+ 1)(n+ 2)(2n+ 3)
6

D’où la formulen est vraie pour n+ 1.

• Démontrons que pour |x| < 1, ∑∞
k=0 x

k = 1
1−x

Considérons pour cela la série Sn = ∑n
k=0 x

k

Sn = 1 + x+ x2 + . . .+ xn

xSn = x+ x2 + x3 + . . .+ xn+1

Sn − xSn = 1− xn+1

D’où
Sn = 1− xn+1

1− x
Or ∑∞k=0 x

k = lim
n→+∞

∑n
k=0 x

k = lim
n→+∞

Sn,
et lim

n→+∞
xn+1 = 0 puisque |x| < 1,

par conséquent
∞∑
k=0

xk = 1
1− x

.
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