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1 Densité d’une variable aléatoire continue

Dans les chapitres précédents nous avons traité des variables aléatoires discretes, c’est-a-dire de
variables dont 'univers est fini ou infini dénombrable. Il existe cependant des variables dont
I'univers est infini non dénombrable. On peut citer par exemple, ’heure d’arrivée d’un train a
une gare donnée ou encore la durée de vie d’un transistor. Désignons par X une telle variable.

Définition 1.1 X est une variable aléatoire continue s’il existe une fonction f non négative
définie pour tout x € R et vérifiant pour tout ensemble B de nombres réels la propriété

P(X € B) = /Bf(a:)dx (1)

La fonction f est appelée densité de probabilité de la variable aléatoire X.



Tous les problémes de probabilité relatifs & X peuvent étre traités grace a f. Par exemple pour
B = [a, b], on obtient grace a 1’équation (1)

b

Pla<X <b) = / f(z)dx (2)

a

Graphiquement, P(a < X < b) est l'aire de la surface entre I'axe de z, la courbe correspondante
a f(x) et les droites x = a et x = b. Voire figure 1 et figure 2.

X

Figure 1: P(a < X < b) = surface grisée

Propriétés Pour toute variable aléatoire continue X de densité f:
e f(x)>0 VzeR
o I fa)de =1

o Sil'on pose a = b dans (2), il résulte
P(X =a) = / f(z)dz =0

o Ceci siginifie que la probabilité qu'une variable aléatoire continue prenne une valeur
isolée fixe est toujours nulle. Aussi on peut écrire

P(X<a)=P(X <a)= /a f(z)dzx

—0o0

Exemple 1.1 Soit X la variable aléatoire réelle de densité de probabilité

kr si 0<z<5
flz) = { 0 sinon (3)
1. Calculer k.

2. Calculer: P(1< X <3),P(2< X <4)et P(X <3).

Exemple 1.2 Soit X une variable aléatoire réelle continue ayant pour densité de probabilité

f(x):{éx+k si 0<x<3 (4)

0 sinon
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Figure 2: L’aire hachurée correspond a des probabilités. f(z) étant une fonction densité de

probabilité.

1. Calculer k.
2. Calculer P(1 < X <2)

2 Fonction de répartition d’une v.a.c

Définition 2.1 Si comme pour les variables aléatoires discretes, on définit la fonction de
répartition de X par:

Fx:R—R
x+— Fx(a) = P(X <a)

alors la relation entre la fonction de répartition Fx et la fonction densité de probabilité f(x)
est la suivante:

¥ ae€R Fy(a)= P(X <a)= /aoo Aok (5)

La fonction de répartition Fx(a) est la primitive de la fonction densité de probabilité f(x)
(donc la densité d’une v.a.c est la dérivée de la fonction de répartition), et permet d’obtenir les
probabilités associées a la variable aléatoire X, en effet:

Propriétés Pour une variable aléatoire continue X:

.« Fi(z) = £ Fx(2) = f().



e Pour tous réels a < b,

La fonction de répartition correspond aux probabilités cumulées associées a la variable aléatoire
continue sur U'intervalle d’étude (figure 3).
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o

Figure 3: L’aire hachurée en vert sous la courbe de la fonction densité de probabilité correspond
a la probabilité P(X < a) = Fx(a) et vaut 0,5 car ceci correspond exactement a la moitié de
I’aire totale sous la courbe.

Propriétés Les propriétés associées a la fonction de répartition sont les suivantes:
1. Fx est continue sur R, dérivable en tout point ou f est continue.
2. Fx est croissante sur R.
3. Fx est a valeurs dans [0, 1].
4

. lim Fx(x)=0et lim Fx(z)=1.
T——00 T—+00

3 Fonction d’une variable aléatoire continue

Soit X une variable aléatoire continue de densité fx et de fonction de répartition Fx. Soit h
une fonction continue définie sur X (Q), alors Y = h(X) est une variable aléatoire.

Pour déterminer la densité de Y, notée fy, on commence par calculer la fonction de répartition
de Y, notée Fy, ensuite nous dérivons pour déterminer fy .



Calcul de densités pour h(X) =aX +0b

vV yeR,
Fy(y)=P(Y <y)=P(M(X) <y)=PlaX +b<y)
sia >0,
—b —-b
Fy(y) = P(aX +b < y) = P(X < 2= = Fx(*—)
sia <0,
y—>b y—>b
Fy(y)=P(aX +b<y)=P(X > - )=1-Fx(=—)
En dérivant on obtient la densité de YV
1 y—>b
Ty (y) mfx( - )-

Calcul de densités pour h(X) = X?

siy <0, Fy(y)=P(Y <y)=0.
siy >0,

Fy(y) = P(Y <y) = P(X* <y) = P(—/y < X < /) = Fx (V) — Fx(—/)

En dérivant on obtient la densité de Y,

‘ -

fx(Vy)+ fx(=yy)] si y=>0

2
0 sinon

S

fr(y) = {

Calcul de densités pour h(X) = e*

siy <0, Fy(y)=P(Y <y)=0.
siy >0, Fy(y) = P(Y <y) = P(eX <y) = P(X <In(y)) = Fx(In(y)).

En dérivant on obtient la densité de Y

,f(In si
= { éjf(l ) Sinozx/lZ "

Exemple 3.1 Soit la v.a.c X ayant la fonction de densité

fX(x):{ 2 si 0<z<1

0 sinon

Déterminer la densité de: Y =3X +1, Z = X% et T = e¥X.



4 Espérance et variance de variables aléatoires continues

4.1 Espérance d’une v.a.c

Définition 4.1 Si X est une variable aléatoire absolument continue de densité f, on appelle
espérance de X, le réel E(X), défini par:

si cette intégrale est convergente.

Les propriétés de 'espérance d’une variable aléatoire continue sont les mémes que pour une
variable aléatoire discrete.

Propriétés Soit X une variable aléatoire continue,
e E(aX+b)=aE(X)+b a>0etbeR
e Si X >0 alors E(X) > 0.

e Si X et Y sont deux variables aléatoires définies sur un méme univers 2 alors

E(X+Y)=EX)+E({Y)

Théoréme 1 Théoréme de transfert. Si X est une variable aléatoire de densité f(x), alors
pour toute fonction réelle g on aura

Elg(0] = [ g(@)f(@)da ©)

Exemple 4.1 Soit la v.a.c X ayant la fonction de densité

fx(z) =

2 si 0<x<1
0 sinon

Calculer Pespérance des variables aléatoires Y = 3X +1, Z = X% et T = eX.

4.2 Variance d’une v.a.c

La variance d’une variable aléatoire V(X)) est '’espérance mathématique du carré de I’écart a
I'espérance mathématique. C’est un parametre de dispersion qui correspond au moment centré
d’ordre 2 de la variable aléatoire X.

Définition 4.2 Si X est une variable aléatoire ayant une espérance E(X), on appelle variance
de X le réel

V(X) = E(X - (X)) = E(X?) - [E(X)]”

Si X est une variable aléatoire continue, on calcule E(X?) en utilisant le théoréme 1,



—+00

E(X?) :/ 22 f(z)dx

—0o0
Exemple 4.2 Calculer la variance de la variable aléatoire X définie dans I’exemple 3.1.

Propriétés Si X est une variable aléatoire admettant une variance alors:
o V(X) >0, si elle existe.
eV a€R,V(aX)=a?V(X)
eV (a,b) €ER,V(aX +b) =a?V(X)
o Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, V(X +Y) = V(X) + V(Y)

Définition 4.3 Si X est une variable aléatoire ayant une variance V' (X), on appelle écart-type
de X, le réel:

ox =1/ V(X)



5 Lois usuelles de v.a.c

5.1 Loi uniforme U(a,b)

La loi uniforme est la loi exacte de phénomenes continus uniformément répartis sur un intervalle

Définition 5.1 La variable aléatoire X suit une loi uniforme sur le segment [a, b] avec a < b
si sa densité de probabilité est donnée par

- si x€la,b] 1

s zglab ~b-aed®

—N
O o
\‘»—‘

b—a |- 77777

x
Figure 4: Fonction de densité de U([a, b])

Quelques commentaires:

1. La loi uniforme continue étant une loi de probabilité, I'aire hachurée en bleu sur la figure 4
vaut 1.
2. La fonction de répartition associée a la loi uniforme continue est

0 si r<a
= si a<z<bh
1 si x>b

Propriétés Si X est une v.a.c qui suit la loi uniforme sur [a,b]:
_ b+
« E(X)=2:2

. V(X)= b

Remarque a démontrer.

Exemple 5.1 Soit X ~ U(0,10). Calculer
1. P(X <3)

2. P(X >6)

3. PB< X<y



5.2 Loi exponentielle £(\)

Définition 5.2 On dit qu’une variable aléatoire X est exponentielle (ou suit la loi exponen-
tielle) de parametre \ si sa densité est donnée par

= Xe Mg+ (x)

flz) =

Ae ™ gi x>0
0 si z<0

On dit X ~ E(N)
La fonction de répartition F' d’une variable aléatoire exponentielle est donnée par

Siz>0 F(:U):P(XSJJ):/ f(t)dt:/ e Mdt = [—e_)‘t]gzl—e_)‘x
0 0

Propriétés Si X ~ E(N)

¢ E(X)=1%
c V(X) =3

Remarque a démontrer.

f(z) F(x)
1.5 4 1.5 %
—A=05
—A=10
—A=15
1 T{-------=-==-
0.5 1 0.5 1
0 1 2 3 4 5
x T
(a) Représentation graphique de la densité (b) Représentation graphique de la fonction
d’une loi exponentielle de répartition d’une loi exponentielle

Cas d’utilisations de la loi exponentielle : Dans la pratique, on rencontre souvent la
distribution exponentielle lorsqu’il s’agit de représenter le temps d’attente avant ’arrivée d’un
événement spécifié. Une loi exponentielle modélise la durée de vie d’'un phénomene sans mémoire,
ou sans vieillissement, ou sans usure. En d’autres termes, le fait que le phénomene ait duré
pendant un temps ¢ ne change rien a son espérance de vie a partir du temps ¢. On dit qu’une
variable aléatoire non négative X est sans mémoire lorsque

P(X >t+h|X >t)=P(X > h) vV t,h>0

Par exemple, la durée de vie de la radioactivité ou d’un composant électronique, le temps qui
nous sépare d’un prochain tremblement de terre ou du prochain appel téléphonique mal aiguillé
sont toutes des variables aléatoires dont les distributions tendent en pratique a se rapprocher de
distributions exponentielles.



5.3 Loi Normale ou de Laplace-Gauss N (u,c?)

Définition 5.3 Une variable aléatoire X est dite normale avec parameétres u et o2 si la
densité de X est donnée par

flz) = et/ R

o2

Avec p € R et 0 € RT. On dit que X ~ N (p,0?).

Remarque On admet que fjfoo f(x)dx = 1 dans la mesure ou l'intégration analytique est
impossible.

Etude de la densité de la loi Normale:
o La fonction f est paire autour d’un axe de symétrie x = p car f(z + p) = f(u — z).

o f(x)=0pour z =y, f'(r) <0 pour x < pet f/(x) >0 pour z > p

f(x)
1 -

0.8 1
0.6 1
0.4 |

0.2 1

4 -2 0 2 4 6 8
x

Figure 6: Représentation graphique de la densité d’une loi normale. Remarque: Le parametre
u représente l'axe de symétrie et o le degré d’aplatissement de la courbe de la loi normale dont
la forme est celle d’une courbe en cloche.

Propriétés Soit X ~ N (u,d?), on a:
o BE(X)=p.
e V(X) =02

Théoreme 2 Stabilité de la loi normale. Soit X; et X5 deux variables aléatoires normales
et indépendantes de parameétres respectifs (11, 03) et (u2,03), alors leur somme X7 + Xo est
une variable aléatoire normale de paramétres (uy + u2, 03 + 03).

10



5.4 Loi Normale centrée réduite N (0,1)

Définition 5.4 Une variable aléatoire continue X suit une loi normale centrée réduite si
sa densité de probabilité est donnée par

f(z) = e 2%’ VzeR

On dit X ~ N(0,1).
Remarque E(X) =0et V(X) =1.

/(=) ®(z)
0.5 5
T
0.4
1/2
;4 ;2 0 2 4 ;4 ;2 0 2 4
p=0 T
(a) Densité d’une loi normale centrée réduite N(0,1). (b) Fonction de répartition de A'(0,1)

Relation entre loi normale et loi normale centrée réduite

Théoréme 3 Relation avec la loi normale. Si X suit une loi normale N(u,0?), alors
Z = % est une variable centrée réduite qui suit la loi normale centrée réduite NV(0, 1).

Calcul des probabilités d’une loi normale

La fonction de répartition de la loi normale réduite permet d’obtenir les probabilités associées a
toutes variables aléatoires normales A (u, 0?) aprés transformation en variable centrée réduite.

Définition 5.5 On appelle fonction ®, la fonction de répartition de la loi normale centrée
réduite N(0, 1), telle que

VreR <I>(:L‘):P(X§:E):\/127r/x F(t)dt

Propriétés Les propriétés associées a la fonction de répartition ® sont:
1. ® est croissante, continue et dérivable sur R et vérifie:

lim ®(x) =0 et Jim. O(x) =1

T——00
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2.VzeR Ox)+P(—z)=1
3.VzeR &(z)—P(—z) =20(x) — 1

Une application directe de la fonction ® est la lecture des probabilités de la loi normale sur la
table de la loi normale centrée réduite.

Exemple 5.2 Soit X une variable aléatoire normale de parametres = 3 et 02 = 4. Calculer:
1. P(X >0)
2. P(2< X <5)
3. P(|X —3|>4)

Approximation normale d’une répartition binomiale

Un résultat important de la théorie de probabilité est connu sous le nom de théoreme limite de
Moivre-Laplace. Il dit que pour n grand, une variable binomiale B(n, p) suivra approximativement
la méme loi qu’'une variable aléatoire normale avec méme moyenne et méme variance. Ce théoréme
énonce que si “on standardise” une variable aléatoire binomiale B(n, p) en soustrayant d’abord sa
moyenne np puis en divisant le résultat par son écart-type \/np(1 — p), alors la variable aléatoire
standardisée (de moyenne 0 et variance 1) suivra approximativement, lorsque n est grand, une
distribution normale standard. Ce résultat fut ensuite progressivement généralisé par Laplace,
Gauss et d’autres pour devenir le théoréeme actuellement connu comme théoréme centrale limite
qui est un des deux résultats les plus importants de la théorie de probabilités. Ce théoreme sert
de base théorique pour expliquer un fait empirique souvent relevé, a savoir qu’en pratique de
trés nombreux phénomenes aléatoires suivent approximativement une distribution normale.

On remarquera qu’a ce stade deux approximations de la répartition binomiale ont été proposées:
l'approximation de Poisson, satisfaisante lorsque n est grand et lorsque np n’est pas extréme;
l'approximation normale pour laquelle on peut montrer qu’elle est de bonne qualité lorsque
np(l — p) est grand (des que np(1 — p) dépasse 10).

12
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Figure 8: La loi de probabilité d’une variable aléatoire B(n,p) devient de plus en plus "normale"
a mesure que n augmente.
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5.5 Lois déduites de la loi normale

5.5.1 Loi de x? de Pearson

Définition 5.6 Soit Xi, Xo,...,X,, n variables normales centrées réduites, et Y la
variable aléatoire définie par

n
Y=X{+X5+.. +X2+...+X2=> X}
i=1
On dit que Y suit la loi de x? (ou loi de Pearson) & n degrés de liberté, Y ~ x?(n)

La loi de x? trouve de nombreuses applications dans le cadre de la comparaison de proportions,
des tests de conformité d’une distribution observée a une distribution théorique et le test
d’indépendance de deux caracteres qualitatifs. Ce sont les tests du khi-deux.

Remarque Si n = 1, la variable du x? correspond au carré d’une variable normale centrée
réduite N (0, 1).
Propriétés Si Y ~ x2(n), alors:
e« E(Y)=n
e V(Y)=2n

5.5.2 Loi de Student St(n)

Définition 5.7 Soit U une variable aléatoire suivant une loi normale centrée réduite
N(0,1) et V une variable aléatoire suivant une loi de x%(n), U et V étant indépendantes, on
dit alors que T}, = % suit une loi de Student a n degrés de liberté. T, ~ St(n)

n

La loi de Student est utilisée lors des tests de comparaison de parametres comme la moyenne et
dans l'estimation de parametres de la population & partir de données sur un échantillon (Test de
Student).

5.5.3 Loi de Fisher-Snedecor F(n,m)

Définition 5.8 Soit U et V deux variables aléatoires indépendantes suivant une loi de y?2
respectivement a n et m degrés de liberté.

On dit que F' = ‘(/j/% suit une loi de Fisher-Snedecor & (n,m) degrés de liberté. F' ~ F(n,m)

La loi de Fisher-Snedecor est utilisée pour comparer deux variances observées et sert surtout
dans les trés nombreux tests d’analyse de variance et de covariance.

14



6 Couple de variables aléatoires continues

Densité conjointe

On dit que (X,Y) est un couple aléatoire continu s’il existe une fonction f : R? — R telle que
pour tout D C R on a

P{(X,Y) e D} = // Flz,y)dady

(z,y)eD

Remarque On a la condition de normalité [[ f(z,y)dzdy =1
R2

La fonction f s’appelle densité conjointe de X et Y. Notons par A et B deux ensembles de
nombres réels. En définissant D = {(x,y) : x € A,y € B}, on obtient

P(X €AY eB)= /A/Bf(x,y)d;cdy

La fonction de répartition du (X,Y) est définie par

F(a,b):P(XSa,YSb):/_b /_a f(z,y)dzdy

Remarque f est le dérivé de F: f(a,b) = %F(a, b)

Exemple 6.1 Soit (X,Y’) un couple aléatoire continu de densité

a:ny2 si 0<x<y<l1

fay) = { 0 sinon

Trouver la constante a.

Exemple 6.2 Soit (X,Y) un couple aléatoire continu de densité

2e %™ si x>0, y>0

fz,y) = { 0 sinon

Montrer que:
. PX>1L,Y<1)=e1(1-e7?)
2. P X<a)=1—¢"
3. P(X<Y)=1/3

Densités marginales

Si on dispose de la densité du couple, on peut retrouver les densités de X et de Y, appelées les
densités marginales:

Densité marginale de X:

f(@,) = fx(x) = /R £z, y)dy

15



Densité marginale de Y:

) =) = [ f@w)de

Exemple 6.3 Trouver les densités marginales de X et Y des exemples 6.1 et 6.2

Espérance d’une fonction du couple

Si (X,Y) est un couple continu de densité f(z,y) et g: R?> = R on a

Elg(X,Y)] = //g(w,y)f(x,y)dwdy
R2

Exemple 6.4 Montrer que dans I’exemple 6.2 on trouve E(XY) =1/2

Indépendance
Les v.a. X et Y sont indépendantes ssi V (z,y) € R? on a

fla,y) = fx (@) fv (y)

Exemple 6.5 Montrer que dans I’exemple 6.2 les deux v.a. sont indépendantes tandis qu’elle
ne le sont pas dans 'exemple 6.1

Distribution conditionnelle

Si (X,Y) est un couple continu de densité f(z,y), on définit densité conditionnelle de X,
sous la condition Y = y et lorsque fy(y) > 0 par la relation

_ f(=z,y)
fX\Y(ﬂC’Z/) = Fr(y)

Exemple 6.6 Supposons que X et Y aient pour densité conjointe

%e‘x/ye_y si >0, y>0

fley) = { 0 sinon

. Déterminer les densités marginales de X et Y.

[u—

2. X et Y sont elles indépendantes?
3. Déterminer la densité conditionnelle de X lorsque ¥V = y.
4

. Qu’en déduisez vous?

16



Table de la loi Normale centrée réduite

a 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 | 0.5000 0.5040 0.5080  0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 | 0.5398 0.5438 0.5478  0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2]0.5793 0.5832 0.5871  0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 ] 0.6179 0.6217 0.6255  0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 1] 0.6554 0.65691 0.6628  0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 ] 0.6915 0.6950 0.6985  0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 | 0.7257 0.7291 0.7324  0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 1 0.7580 0.7611 0.7642  0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 0.7881 0.7910 0.7939  0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 ] 0.8159 0.8186 0.8212  0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.0 | 0.8413 0.8438 0.8461  0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 1 0.8643 0.8665 0.8686  0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 | 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 109032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4 109192 0.9207 0.9222  0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 109332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 | 09452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 1 09554 0.9564 0.9573  0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 109641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 109713 09719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767
20109772 09778 0.9783  0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
21109821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
2.2 109861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
23109893 0.9896 0.9898  0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
24109918 0.9920 0.9922  0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
25109938 0.9940 0.9941  0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 [ 0.9953 0.9955 0.9956  0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.710.9965 0.9966 0.9967  0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 109974 09975 0.9976  0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9 109981 0.9982 0.9982  0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
3.0 [ 0.9987 0.9987 0.9987  0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990

Par exemple, pour x = 1.23 (intersection de la ligne 1.2 et de la colonne 0.03 ), on obtient :
®(1.23) ~ 0.8907 .
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